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A —Fremragende prestasjon som klart utmerker seg. Kandidaten viser svaert god vurderingsevne og stor
grad av selvstendighet.

B — Meget god prestasjon. Kandidaten viser meget god vurderingsevne og selvstendighet.

C —Jevnt god prestasjon som er tilfredsstillende pa de fleste omrader. Kandidaten viser god vurderingsevne

og selvstendighet pa de viktigste omradene.

D — En akseptabel prestasjon med noen vesentlige mangler. Kandidaten viser en viss grad av vurderingsevne

og selvstendighet.
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vurderingsevne og selvstendighet.

F — Prestasjon som ikke tilfredsstiller de faglige minimumskravene. Kandidaten viser bade manglende
vurderingsevne og selvstendighet.

Oppgavetekst
- Bokmal og nynorsk

Oppgavetekst og sensurveiledning ligger vedlagt.

Oppgavens

karakter

- Utfyllende forklaring/
tolkning av
oppgaveteksten

Eksamensoppgaven bestar av 2 hovedoppgaver og til sammen 9
deloppgaver. Oppgavene er i matematikkdidaktikk, og det forventes at
kandidaten anvender didaktiske begreper og perspektiver fra
litteraturen. Ellers fremgar oppgavens karakter av oppgaveteksten.
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Retningslinjer for | Det forventes at kandidaten besvarer oppgavene i lys av didaktiske
vurdering perspektiver. Dette belyses ytterligere i sensurveiledning som er gitt

- Kontekst som vedlegg.
- Innhold

- Form/struktur
- Annet
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Sensurveiledning MGLU3119

Oppgavene er inkludert i fulltekst, med etterfglgende sensurveiledning i bla skrift for hver
deloppgave.

Karakteren settes med bakgrunn i en helhetsvurdering av besvarelsen. Det forventes at kandidaten
bruker presis fagterminologi korrekt og henviser til relevant litteratur der det er naturlig. Siden
oppgavene er av en slik karakter at det finnes flere mulige Igsninger, inneholder sensurveiledningen
eksempler pa hvordan oppgavene kan Igses, og det ma understrekes at andre Igsninger vil kunne gi
full uttelling.

Oppgave 1

Under ser du de tre fgrste figurene i et figurmegnster.

Figur 1 Figur 2 Figur 3

a)

b)

Ta utgangspunkt i figurene over. Beskriv utviklingen i mgnsteret rekursivt, og lag en rekursiv
formel som uttrykker antall perler i en vilkarlig figur i mgnsteret.

Det forventes at kandidaten tar utgangspunkt i figurene og gir en presis rekursiv beskrivelse,
og deretter oppgir en rekursiv formel med korrekt matematisk notasjon. Et eksempel pa en
slik beskrivelse fglger:

For hver ny figur blir det lagt til 5 nye perler. Det blir lagt til 1 perle i toppen av hver av de
loddrette linjene, og 2 perler i den horisontale linjen. De to perlene i den horisontale linjen
blir lagt til pa hver side av den midterste loddrette linjen. Siden det alltid legges til 5 perler til
forrige figur, kan en rekursiv formel for antall perler i en vilkarlig figur veere: F, = F,,_; + 5.
Her representerer F,,_; antall perler i forrige figur, nar det er antall perler i figur nr. n, E,, vi
er ute etter a beskrive.

Hvordan kan du uttrykke antall perler i en vilkarlig figur i mgnsteret over med en eksplisitt
formel? Bruk figurene aktivt i redegjgrelsen for formelen.

Det forventes at kandidaten tar utgangspunkt i figurene og gir en presis eksplisitt beskrivelse
som viser ssammenheng mellom figurtall og figurnummer, og deretter bruker beskrivelsen til
a oppgi en eksplisitt formel med korrekt matematisk notasjon. Dette mgnsteret kan deles
opp pa ulike mater, og alle komposisjoner eller dekomposisjoner som oppfyller det
ovenstaende godtas.
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d)

Et eksempel pa en beskrivelse og redegjgrelse kan veaere:

Hver figur bestar av tre loddrette linjer som har en perle mer enn figurnummeret. Mellom
den midterste av de tre loddrette linjene og hver av de to ytterste loddrette linjene er det en
mindre enn figurnummeret antall perler.

Med ord kan vi, med utgangspunkt i oppdelingen over, si at figuren bestar av en mer enn
figurnummeret tre ganger, og en mindre enn figurnummeret to ganger. Det gir en eksplisitt
formel for antall perler i figur nr. n:

E, =3(n+ 1)+ 2(n—1) som kan forenkles til f, = 5n + 1

| litteraturen beskrives to former for generalisering i arbeid med figurmgnster. Gjgr rede for
hva som kjennetegner de to ulike formene for generalisering, og eksemplifiser med hvordan
elever som benytter hver av de to formene kan tenkes a uttrykke seg for a gjgre en
generalisering ut fra mgnsteret over.

To former for generalisering i arbeid med figurmgnster er numerisk og figurativ
generalisering, som beskrevet i Becker & Rivera (2006). Det forventes at kandidaten peker pa
de viktigste kjennetegnene ved de to formene for generalisering, og samtidig viser forstaelse
for formene for generalisering gjennom a eksemplifisere med utgangspunkt i mgnsteret
over. Eksempelvis kan redegjgrelsen se slik ut:

En elev som tenker figurativt vil ta utgangspunkt i figurene i generaliseringen. Eleven kan
tenkes a dekomponere eller manipulere figurene, for eksempel ved a dele dem opp i
loddrette og vannrette biter, to vinkler med en loddrett linje mellom, en «toarmet lysestake»
eller liknende. Becker & Rivera (2006) argumenter dessuten for at elever som tenker
figurativt i st@rre grad enn numerisk vil kunne knytte symboler og variable til figurene i
mensteret. En slik elev vil i st@rre grad kunne se pa variabler som en del av en
funksjonssammenheng, og har ifglge Becker & Rivera (2006) stgrre sannsynlighet for a lykkes
med 3 lage en eksplisitt formel.

En elev som tenker numerisk vil ofte se pa tall heller enn figurene. En slik elev vil kunne sette
opp en tabell som vist under, og deretter se pa sammenhengene mellom tallene. Eleven kan
f.eks. oppdage at i hgyre kolonne gker tallene med 5 for hver ny figur, men vil kanskje ha
vanskeligheter med a utnytte dette for a lage en eksplisitt formel for antall perlerien
vilkarlig figur i mgnsteret.

Figur Antall perler
1 6

2 11

3 16

4 21

Kan du organisere perlene pa to nye mater som viser utviklingen i mgnsteret over like
tydelig? Tegn de tre fgrste figurene, og forklar de to matene.

Det forventes at kandidaten tegner to nye figurmgnstre med samme utvikling, og knytter de
ulike delene i figurene til det matematiske uttrykket. Kandidaten far full uttelling dersom han
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har manipulert det matematiske uttrykket pa ulike mater, sa lenge det er vist en tydelig
sammenheng mellom symbolsk uttrykk og figur.

Mulige mater a organisere perlene og forklare ut fra formel:

E, =3(n+ 1) + 2(n — 1) kan ses pa som to rektangler, det ene med lengde 3 og bredde n
+ 1, og det andre med lengde 2 og bredde n — 1. Disse kan f.eks. plasseres oppa hverandre,
slik at de tre fgrste figurene i mgnsteret vil se slik ut:

o0

o0

([ X J o000

o000 o000

oo o0 o oo o
oo o0 0 oo o
Figur 1 Figur 2 Figur 3

F, = 5n + 1 kan sees pa som et rektangel med lengde 5 og bredde n, og i tillegg en enkel
perle som for eksempel kan plasseres ved siden av rektangelet.

00000

00000 00000

000000 000000 000000
Figur 1 Figur 2 Figur 3

Hvordan kan figurmgnsteret over brukes i arbeidet med funksjonstenking? Bruk sentrale
begreper om funksjoner og litteratur i redegjgrelsen.

Det forventes at kandidaten trekker fram sentrale begreper om funksjoner, og redegjgr for
hvordan disse kan belyses ved hjelp av arbeid med det konkrete figurmgnsteret over.
Litteratur som kan brukes som stgtte er for eksempel Janvier (1987) om ulike
representasjoner, og Blanton (2008) om algebraundervisning pa barnetrinnet. Eksempler pa
sentrale begreper og mulige refleksjoner er:

Funksjonsbegrepet: Hva en funksjonssammenheng er generelt, og hva slags
funksjonssammenheng figurmgnsteret uttrykker. | dette tilfellet er funksjonssammenhengen
mellom figurtallet og figurnummeret, hvor antall perler avhenger av figurnummeret.
Variabelbegrepet: Hva er en variabel, og hvilke variabler som opptrer i figurmgnsteret.
Figurnummeret er den uavhengige variabelen, mens figurtallet er den avhengige variabelen.
Verdimengde og definisjonsmengde: Kandidaten bgr redegjgre for hva som er verdimengden
og definisjonsmengden for figurmegnsteret. Verdimengden er i dette tilfellet tall som er en
mer enn tall i fem-gangen. Definisjonsmengden er alle positive heltall.

Ulike representasjonsformer for funksjoner (Janviers tabell) og overganger mellom disse.
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Oppgave 2

Antall lserere
N w H

[ERN

Antall kaffekopper

0 1 2 3 4 5

Antall kaffekopper

Sgylediagrammet over viser resultatet fra en undersgkelse en sjetteklasse har gjort om hvor mange
kaffekopper laererne pa skolen drikker hver dag. Klassen betraktet spylediagrammet, og laereren
spurte dem om hva gjennomsnittet i datasettet kunne vaere. Videre fglger et utdrag av samtalen:

Nelia:

Thomas:

Leerer:

Karoline:

Leerer:
Arnt:

Leerer:

Pelle:

Liss:

Oline:

Ida:

Hvis jeg ser pa alle laererne, sa er jo det midterste svaret 2 kopper. Jeg tror at det blir
2 i gjennomsnitt.

Jeg tror gjennomsnittet er null, fordi det er mange leerere som har svart 0 kopper.
Na har vi fatt to ulike svar. Hva tenker dere andre?

Jeg er enig med Thomas, gjennomsnittet ma jo veere null, den sgylen er jo aller
hgyest!

Er det andre som har noen synspunkter?

Jeg er uenig! Vi vet jo at de fleste leererne drikker kaffe! Og vi vet at de drikker som
regel mer enn én kopp hver dag. Jeg tenker at gjennomsnittet er omtrent to kopper.
Ja, da har vi fatt to ulike svar, bade 0 og 2 kopper som gjennomsnitt. Hva tror du,
Pelle?

Hmm... Hvis vi ser pa diagrammet. Vi ser at alle lzererne har svart noe mellom 0 og 5
kopper. Da tror jeg at giennomsnittet er 2,5 kopper.

Jeg er enig i at gjennomsnittet blir et sted mellom 2 og 3, men egentlig neermere 2.
Det ser jeg, fordi det er til sammen 8 laerere som drikker 2 og 3 kopper kaffe, og 8
leerere som drikker 0 og 1 kopp, men bare 6 leerere som drikker 4 og 5 kopper.

Se pa sgylene, da! Sgylene pa 2 og 3 kopper er like hgye. Sa da blir det pa en mate
2,5. Sgylene pa 1 og 4 er like hgye, sa da blir det ogsa pa en mate 2,5. Sa ser jeg pa de
to siste sgylene. Hvis de hadde veert like hgye, sa hadde det blitt 2,5 der ogsa, men
siden sgylen pa 0 er litt hgyere, tror jeg at gjennomsnittet blir litt mindre enn 2,5
kopper.

Nei! 50 delt pa 22. Gjennomsnittet blir 2,27.
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a) Bruk relevant litteratur og analyser hvilken oppfatning de ulike elevene har om gjennomsnitt
med utgangspunkt i utsagnene deres.

| besvarelsen forventes det at kandidaten karakteriserer og begrunner hver av elevenes syn pa
gjiennomsnitt som en de fem ulike oppfatningene av giennomsnitt som beskrives i Mokros & Russell
(1995);

e Modalt syn

e Algoritmisk syn

e Fornuftpreget syn

e Gjennomsnitt som balansepunkt

e Gjennomsnitt som midtpunkt

| dialogen opptrer elevene Nelia, Thomas, Karoline, Arnt, Pelle, Liss, Oline og Ida.

Nelia gir en begrunnelse som samsvarer med medianen i datamaterialet, og kan derfor sies a ha en
forstaelse for gjennomsnitt som midtpunkt.

Thomas’ utsagn samsvarer med et modalt syn pa gjennomsnitt, hvor gjennomsnittet angis til 3
vaere 0 basert pa at mange laerere svarte det.

Karoline argumenterer ogsa pa en mate som kan sies a vaere modal, hvor gjennomsnittet som angis
er samsvarende med typetallet i datamaterialet ut fra at sgylen for 0 kaffekopper er den hgyeste.
Karoline og Thomas viser dermed modalt syn pa gjennomsnitt pa to ulike mater.

Arnts utsagn samsvarer med et fornuftspreget syn pa gjennomsnitt, hvor han argumenterer ut fra
sine erfaringer om hvor mange kopper kaffe han har sett at laererne drikker. Siden han har erfart at
de fleste lzererne drikker mer enn en kopp kaffe, anslar han gjennomsnittet til 8 vaere 2 kopper per
dag.

Pelle gir et utsagn som samsvarer med en forstaelse av gjennomsnitt som midtpunkt. Han tar
utgangspunkt i midtpunktet pa fersteaksen i diagrammet. Pelle og Nelia uttrykker dermed forstaelse
for gjennomsnitt som midtpunkt pa to ulike mater; den midterste verdien (median), og midten pa
skalaen (midt mellom 0 og 5).

Liss gir et resonnement for gjennomsnittet som kan samsvare med gjennomsnitt som
balansepunkt, hvor hun tar utgangspunkt i 2 og 3 kaffekopper. Videre balanserer antall laerere som
har angitt mer enn 2 og 3 kopper mot leererne som har angitt mindre enn 2 og 3 kopper. Hun
kommer fram til at giennomsnittet ma veere naermere 2 enn 3 fordi det er flere leerere som har
angitt verdier som er mindre enn 2 og 3 kopper.

Oline gir ogsa et resonnement som samsvarer med et balansepunkt, men hun betrakter par av
sgyler fra midten og utover mot utkanten av diagrammet. Siden hun ser at to og to sgyler er like
hgye, fram til siste par, konkluderer hun med at gjennomsnittet ma veere litt lavere enn 2,5 fordi
sgylen pa 0 kopper er hgyere enn sgylen med 5 kopper.
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Idas utsagn samsvarer med et algoritmisk syn pa gjennomsnitt, hvor hun fglger algoritmen for a
regne ut gjennomsnittet. lda angir gijennomsnittet rent numerisk, og har ikke knyttet
gjiennomsnittet til en praktisk tolkning av hva det betyr.
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Oppgave 3

Eleven Rigmor er bedt om a lage en regnefortelling til regnestykket 1 % : Z, og deretter bruke
regnefortellingen til 3 Igse oppgaven. Under fglger Igsningen til Rigmor:

Regnefortelling: «Til en porsjon havregrgt trengerjegg liter melk. Hvor mange porsjoner er

det nok til hvis jeg har 1; liter melk?»

Denne oppgaven kan jeg na lgse slik:
43_11.3
7'8 78

Sa kan jeg snu og gange:

1 8 _ 88

7 3 21 .

Dette er det samme som 45.

Rigmor konkluderer til slutt med fglgende: Dette betyr at jeg far nok melk til 4 hele
porsjoner, ogsa far jeg 24—1 liter melk til overs.

a) Rigmor sier at hun kan «snu og gange». Gi et representasjonsbevis for at man kan snu den ene
brgken og multiplisere for a Igse regnestykker med divisjon i brgk. Ta utgangspunkt i
regnestykket over og konteksten Rigmor har valgt i representasjonsbeviset.

Det forventes at kandidaten bruker konteksten Rigmor har angitt i I@sningen over for a
argumentere for at det er mulig @ snu den bakerste brgken og multiplisere i divisjon med brgk.
Argumentet skal oppfylle kriteriene til representasjonsbevis.

Konteksten Rigmor har valgt er en malingsdivisjonskontekst, noe som betyr at vi skal finne ut
hvor mange 2 L vi far av 1% L. Hvis vi tenker oss at vi deler den hele literen opp i 7 like store deler,

slik at disse delene er like store som de siste %, kan vi hun totalt har 1—71 liter melk. Dette forklarer
11 3

det fgrste steget i Rigmors Igsning, slik at vi star med regnestykket iy

La oss betrakte porsjonene pa 2. Dersom vi hadde hatt porsjoner pa 3 hele liter, ville vi regnet ut
hvor mange 3-liters porsjoner vi fikk pa % liter ved a ta 1—71: 3. Vi kan ogsa argumentere for at vi
kan Igse det samme problemet ved a tenke oss at 1 liter melk vil vaere nok til % porsjon pa 3 liter,

. o 11 1 . . . o .
slik at a regne ut P ville gitt oss antall porsjoner pa 3 liter.

| Rigmors tilfelle er hver porsjon pa Z liter, altsa gar det 8 slike porsjoner som Rigmor har, for hver

3-liters porsjon som vi tenkte oss i sted. Vi ma derfor fa 8 ganger flere porsjoner na som
porsjonene er 8 ganger mindre. Vi har dermed argumentert for at et regnestykke som passer kan

11 1 . . o .
veere — - =~ 8, hvor vi f@grst regner ut hvor mange porsjoner pa 3 liter, og deretter lar hver
porsjon bli bare en 8-del av en slik 3-litersporsjon.
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b)

. s . . . 1 8 . .
Siden multiplikasjon er assosiativt kan vi velge a regne utg -8 = - Noe som gir oss det endelige

uttrykket % . g, hvor vi har endt opp med a snu den bakerste brgken i det opprinnelige
regnestykket, og operasjonen er skiftet fra divisjon til multiplikasjon.

Til slutt forventes det at kandidaten argumenterer for at denne strategien vil fungere for alle
divisjonsstykker med brgk:

Med utgangspunkt i redegjgrelsen over kan vi tenke oss at framgangsmaten vil fungere uansett
hvor mange liter melk Rigmor startet med, og uansett hvor mye melk som trengs i hver porsjon
med havregrgt.

kan vi tenke oss at vi f@rst finner ut hvor

Er framgangsmaten til Rigmor, med a «snu den ene brgken og gange» kommutativ? Altsa: spiller
det noen rolle hvilken brgk Rigmor snur? Gi et matematisk gyldig argument for svaret ditt, som
du kunne brukt for elever.

A «snu den ene brgken og multiplisere» ikke er kommutativt. Det vil derfor veere tilstrekkelig & gi
et moteksempel som viser at resultatet ikke blir det samme ved a snu den fgrste brgken og
multiplisere for @ argumentere for at en slik strategi ikke fungerer. Det vil veere positivt om man
ogsa knytter argumentet til kontekst, med tanke pa a bruke det sammen med elever.

. 7 3 21 . .
Man kunne for eksempel tatt utgangspunkt i tallene over, og sett at 18" 53 SOM ikke blir det
4 . . o
samme som 45. Med utgangspunkt i konteksten kan man si at & snu den fgrste brgken
samsvarer med a endre konteksten til 3 dreie seg om i liter melk som skal fordeles i porsjoner

s 8.
paz liter.

Hvordan vil du som lzerer bruke din kunnskap om brgkundervisning i en kommentar til Rigmors
Igsning og konklusjon? Bruk litteratur til 3 stgtte opp under valgene dine.

Det forventes at kandidaten kommenterer at Rigmors Igsning er riktig helt fram til hun
konkluderer med at hun fér% liter melk til overs, altsa at hun angir feil enhet pa resten.

Rigmor har valgt en malingsdivisjonskontekst, og resten vil i dette tilfellet angi at Rigmor far nok
melk til % av en siste porsjon havregregt. Feil knyttet til resten i brgkdivisjonsproblemer med

malingsdivisjon er blant vanlige feil elever gjor (se f.eks. Kribs-Zaleta, 2008).

Videre er det for eksempel mulig a inkludere noe av fglgende punkter i en kommentar til Rigmor:
Det vil vaere naturlig @ undersgke Rigmors forstaelse for divisjon med brgk videre, og trekke inn
aspekter fra Kribz-Zaleta (2008) i arbeidet.

Rigmor utfgrer «snu og gange» uten a argumentere for dette, og det vil derfor veere naturlig a ha
et fokus pa @ begrunne denne strategien i et videre arbeid med Rigmor.
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